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Nichtrelativistische Quantenmechanik des starren Elektrons

Von Lupwic WALDMANN

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Chemie, Mainz

(Z. Naturforschg. 8a, 583—593 [1953]; eingegangen am 14. Juli 1953)

In der Lorentzschen Bewegungsgleichung des ausgedehnten starren Elektrons oder
in der Bopp-Ho6nlschen Feldmechanik treten neben der Beschleunigung hshere Zeit-
ableitungen der Koordinaten des Teilchens auf. Beriicksichtigt man nur die geraden Ab-
leitungen, so ist die Bewegung konservativ und es existiert eine Lagrange-Funktion,
welche nach Bopp ohne weiteres die kanonische Quantisierung erméglicht (§ 1). Zur
physikalischen Interpretation wird nun angenommen, dafl der Sinn der so entstandenen
Quantenmechanik vor allem darin liegt, die Bewegung des Elektrons genauer wieder-
zugeben als die gewohnliche Schrodingersche Theorie. Letztere enthilt in der Bewegungs-
gleichung nur die Beschleunigung und beschreibt das Elektron durch einen Skalar y (x, ).
In der erweiterten Theorie werden auch vierte Zeitableitungen in der Bewegungsgleichung

" beriicksichtigt und zur Beschreibung des Elektrons benétigt man auBer einem Skalar
v (t,t) auch einen Vektor y; (t,?), einen symmetrischen Tensor 2. Stufe y,; (t,?), usw.,
welche durch ein lineares Gleichungssystem — Gl. (28) — miteinander verbunden sind
(§ 3). Es ergibt sich eine Korrektur am Wasserstoffspektrum, welche mit der experimen-
tellen Lambshift bzw. dem bekannten Ergebnis der Quantenelektrodynamik iiberein-
stimmt bei geeigneter Wahl der Frequenz w, der in der erweiterten Mechanik vorkommen-
den neuen Konstanten. Da die Theorie nichtrelativistisch ist, sind jedoch Angaben tiber
den Wert von w bzw. uiiber den Elektronenradius vorlaufig (§4 u. 5). — Zusatz I bringt die
Definition des Drehimpulsoperators fiir das System der TensorgroBen v, w, ¥ Zu-
satz 11 bereitet die Ubertragung der Methode dieser Arbeit auf die relativistische Mecha-
nik vor. Zusatz III enthéilt eine weitere, besonders kurze Herleitung der Lambshift. Zu-
satz IV behandelt die Bewegungsgleichung mit geraden Zeitableitungen bis zur 6. Ord-
nung.

m die unendliche Selbstenergie der Punktla-

dung zu vermeiden, hat Lorentz! das Modell
des ausgedehnten starren Elektrons eingefiihrt. Er
konnte mittels der klassischen Elektrodynamik zei-
gen, daBl die Ladung e, zentralsymmetrisch starr
verteilt innerhalb einer Kugel vom Radius b, sich
bei kleiner Geschwindigkeit im dulleren Kraftfeld K
etwa wie eine Punktmasse m ~ e?/bc? verhilt, dall
aber genau genommen auch hohere Zeitableitungen
der Koordinate x des Kugelmittelpunkts in der Be-
wegungsgleichung erscheinen:

. b ... - :
mi o E =K (k=123 (1)

Die Glieder mit ungeraden Zeitableitungen, die dis-
sipativen Strahlungsglieder, sind unterdriickt. Der
Formfaktor f ist positiv und von der GréBenord-
nung 1. Dasselbe gilt fiir die entsprechenden Fak-
toren, die bei den hoheren geraden Zeitableitungen
auftreten und die fiir eine spezielle Ladungsvertei-

1 H. A. Lorentz, The Theory of Electrons, Teub-
ner, Leipzig 1909.

2 L. Page, Physic. Rev. 11, 376 [1918]; s. a. C. J.
Eliezer, Proc. Roy. Soc. [London], Ser. A 194, 543
[1948].

lung von Page? berechnet wurden. Mit der Fre-

quenz
w = (mc*/fe2b)” (2)

lautet (1), unter Fortlassung hoherer als vierter
Zeitableitungen, auch

d2 1 a2

a2 (1+—_ﬂdt2>xk:Kk' 3)

w*

m

Wollte man die Modellvorstellung des ausgedehn-
ten Elektrons ganz strikt durchfiihren, so hitte man
die Lorentz-Kraft K in (1) iiber die Kugel zu mit-
teln. Diese Mittelung lieB sich jedoch nicht rela-
tivistisch verallgemeinern. Meint man aber in (1)
bzw. (3) die Lorentz-Kraft im Kugelmittelpunkt,
so hat man genau diejenige Bewegungsgleichung,
welche als nichtrelativistische Naherung aus der
allgemeinen Feldmechanik von Bopp? bzw. der
spezielleren Mechanik des Pol-Dipolteilchens von
H6nl4 folgt. Die linke Seite von (3) entspricht dann
also einem ausgedehnten, die rechte Seite einem

3F. Bopp, Ann. Physik 38, 345 [1940]; Z. Natur-
forschg. 1, 196 [1946].

1 H. Honl u. A. Papapetrou, Z. Physik 112, 512
[1939].
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punktférmigen Teilchen. Dieses Modell werden wir
hier behandeln; wir sollten daher streng genommen
vom Pol-Dipolteilchen und nicht, wie in der Uber-
schrift, vom starren Elektron sprechen.

Die Mechanik des Pol-Dipolteilchens besitzt eine
frappante Ahnlichkeit zur Diracschen Quanten-
mechanik des Elektrons. Ein gemill (3) bewegtes
kraftefreies Teilchen kann eine Zitterbewegung aus-
fithren dhnlich der Zitterbewegung des Dirac-Elek-
trons; im vorliegenden nichtrelativistischen Fall
handelt es sich einfach um eine harmonische
Schwingung mit der Frequenz . Im Zusammen-
hang damit tritt im Drehimpuls ein Zusatzglied auf,
ahnlich dem Spin des Dirac-Elektrons. Es ist aber
trotzdem nicht einfach so, daB durch Ubertragung
von (3), bzw. einer entsprechenden relativistischen
Verallgemeinerung, in die Quantentheorie nach dem
kanonischen Quantisierungsverfahren gewisserma-
Ben automatisch die Dirac-Gleichung oder auch nur
eine entsprechende Gleichung fiir ein Teilchen mit
ganzzahligem Spin entstinde. Physikalisch hangt
das mit einem wichtigen Unterschied zwischen dem
genannten spinartigen Zusatz zum Drehimpuls in
der Feldmechanik und dem echten Spin der Ele-
mentarteilchen zusammen: letzterer hat auch im
dulleren Feld einen zeitlich konstanten Betrag,
ersterer nicht?; d. h. beim feldmechanischen Teil-
chen finden selbst im kugelsymmetrischen dufleren
Feld bestindig Uberginge zwischen simtlichen
denkbaren Zustanden des Zusatzdrehimpulses statt.
Um zu separierten Wellengleichungen fiir echte
Spinteilchen zu gelangen® 7, miissen Grenzbetrach-
tungen (vgl. § 3) oder neue Annahmen gemacht
werden, welche auf eine Unterdriickung dieser Uber-
ginge hinauslaufen. Die Lambshift ist in diesen se-
parierten Wellengleichungen dann jedoch nicht ent-
halten (L. c.® 2. Arbeit).

In der vorliegenden Arbeit soll die Quanten-Feld-
mechanik in anderer Weise als bisher in der Litera-
tur verwertet werden. Wir lassen die Frage des
echten Spins beiseite (bis auf die kurze Bemerkung
im Anschlufl an Gl. (28) in § 3) und ebenso die
Frage, welche Bedeutung die verschiedenen Quan-
tenzustiande des kriftefreien Teilchens haben?8.
Wir iibertragen vielmehr den physikalischen Gehalt
der Gl. (3) unverdndert in die Quantentheorie,

> L. Waldmann, Z. Naturforschg. 7a, 645 [1952].
SF. Bopp, Z. Naturforschg. 3a, 564 [1948]; F.
Boppu. F. L. Bauer, Z. Naturforschg. 4a, 611 [1949].
“"H. Honl, Z. Naturforschg. 3a, 573 [1948]; H.
Hoénlu. H. Boerner, Z. Naturforschg. 5a, 353 [1950].
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suchen Bewegungen auf, die sich wenig von der
Bewegung des Punktteilchens unterscheiden, und
nehmen an, dafl wir so eine genauere Mechanik des
Elektrons erhalten. Wir denken also an ein Teilchen
mit dem echten Spin O, zu dessen Drehimpuls je-
doch das konservative Strahlungsfeld, welches den
Emissions-Absorptionsprozessen der Quantenelek-
trodynamik korrespondiert, einen kleinen Zusatz
von zeitlich verdnderlichem Betrag liefert. Dieser
Auffassung gemill richten wir unser Augenmerk
hauptséichlich auf das Verhalten eines solchen Teil-
chens in einem dufBleren Feld. Es hat den Anschein,
dafl man tatséchlich eine verbesserte Beschreibung
der Bewegung des Elektrons gewinnt und zu einem
wenigstens qualitativen Verstiandnis der Lambshift®
im Rahmen der Mechanik gelangt.

Der Hauptteil dieser Arbeit, dessen Ergebnisse
schon in einer Notiz mitgeteilt wurden?, bringt die
Rechnungen in ausfiihrlicher Form. Er ist unab-
héngig von den Zusédtzen am SchluB, in denen spe-
ziellere Fragen kurz behandelt werden.

§ 1. Grundlagen der Quantenmechanik des
starren Elektrons

Zu dem Kklassischen Wirkungsprinzip (x fir z,,
z,, ¥3)

[ L (x, z, z) d¢ = Min.

gehort bekanntlich die Bewegungsgleichung

d oL d® ¢L oL

dt ea  de ox  ox
Daraus entnimmt man umgekehrt die zu (3) ge-
héorige Lagrange-Funktion

m (. . L e ;

L :7<xkxk - xkxk>~—e®—|—7x4kxk, (4)
wo @ und U das skalare und vektorielle Potential
des dulleren elektrischen und magnetischen Felds
bedeuten. Die Impulsdefinitionen lauten?, oder
etwa auch?,

oL m
Sp == — =5 X
k Xy w2 Tk
oL

— 8 = max, +

e .
Pr — TAk — S -

oxy,

8 F. Bopp, Z. Physik 125, 615 [1948].

W. E. Lamb jr. u. R. C. Retherford, Physic.
Rev. 72, 241 [1947].

10 .. Waldmann, Z. Naturforschg. Sa, 329 [1953].



QUANTENMECHANIK DES STARREN ELEKTRONS

Mit den Bezeichnungen

. e
Vg = g » PkZPk—‘c‘Ak ()

erhilt man als Hamilton-Funktion
H=2,px+vp8 — L

w2
=0, P — o vV — o S Sp+eD. (6)
Man entnimmt aus den kanonischen Gleichungen
fiir die Koordinaten x bzw. » und ihre Impulse p
bzw. s wiederum leicht Gl. (3).
Zur Quantisierung werden, wie bei Bopp?, die
Wellenfunktion ¥ (t, ¢, b) und die Operatoren
h 0 R 0

=73 Sp=—7F
Pe =7 %a, * T T ou,

eingefiihrt und, in Korrespondenz zu (6), die Wellen-
gleichung postuliert

h 0¥
— 73 ot =V +v P — Hy,) ¥
. m & 3
mit Hosz:T vkvk—{—msksk _Ehw' (7)

Dabei wurde e @ = V abgekiirzt und die Nullpunkts-
energie des Oszillators subtrahiert, was bequem
ist; letzteres bedeutet lediglich eine im lim % — 0
verschwindende Umeichung der potentiellen Ener-
gie V11,

Aus (7) folgt in bekannter Weise die Kontinuitéats-
gleichung

6?’*'1’
0 'Lhw2 oY oy*
+ ovy [ 2m (T* o0vy —¥ ovy, )] =0. (8

Mit den Definitionen
o=[P*Pdvyy;, jac=f P*0Pdu,; (9)

fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte bzw. den -strom
im 2-Raum besagt dies

4 oo
W + div ] = 0.
Dadurch ist die Erhaltung der Normierung

JJP*¥ Ay, dogyy =1

garantiert und die Moglichkeit, ¥*¥ die iibliche

Wahrscheinlichkeitsbedeutung beizulegen.
Beilaufig sei der zu (7) gehorige Drehimpulssatz

erwiahnt, welcher bei Abwesenheit eines Magnet-

11 Zusatz I1I bringt eine dullerlich andere Form der
Grundgl. (7).
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felds und bei kugelsymmetrischem, elektrischen
Feld gilt:

D (HMpp — M) =0
mit
M iy, = Lo 1 B » (10)
Lnn =2 Pn—ZuPms Smn="YnSn — VuSm

H bedeutet den vollstindigen Hamilton-Operator
aus (7). L ist der gewShnliche mechanische Drehim-
puls einer Punktmasse, S stellt den spinartigen Zu-
satz dar, welchen das konservative Strahlungsfeld
beisteuert und von dem eingangs die Rede war!2.

§ 2. Das kriftefreie Elektron

Ohne duBeres Feld ist p, eine Konstante der Be-
wegung. Ist speziell p, = 0 und der Oszillator im
Grundzustand mit der Energie E,, = 0, so folgt
aus (7), dal auch die Energie des Teilchens ver-
schwindet, und ¥ reduziert sich auf die Eigenfunk-
tion des Oszillatorgrundzustands:

1
Y ~exp <—m-vk vk> (11)
mit der Abkiirzung
vy = (hw/2 m)” (12)

Wenn p, + 0 ist, schreiben wir statt (7)

h 0¥ m P, \2
— =T AR T e (=)
2

- S8+ 5 hw]’]’

2m

Ohne duBleres Feld kann p wieder als c-Zahl behan-

delt werden und wir erhalten analog zu (11) die
Losung
i PrP
¥ ~exp [f (pkxk ——;;Lit)
Il Pr \2
S ACSE I B

Die mittlere Teilchengeschwindigkeit betragt also
v, = py/m. Dies zeigt, daBl m wirklich die physika-
lische Bedeutung der Masse hat, etwa in der Nebel-
kammer gemessen aus Impuls und mittlerer Ge-
schwindigkeit. Dasselbe kann man aus (13) auch
herauslesen, indem man in der bekannten Weise fiir
ein Wellenpaket die Gruppengeschwindigkeit im z-
Raum berechnet. Sie betrigt p;/m, wo p den mitt-

12 Zusatz 1 enthilt weitere Ausfithrungen iiber den
Drehimpuls.
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leren Impuls des Pakets bedeutet. Bemerkenswert
ist, dafl die Gruppengeschwindigkeit vom Zustand
des Oszillators nicht abhéngt; auch bei angeregtem
Oszillator beobachtet man an dem Teilchen die
Masse m. Dies ist typisch fiir die nichtrelativisti-
sche Theorie (mc? = co!); in der relativistischen
Theorie hat man natiirlich verschiedene Massen.

§ 3. Die tensorielle Form der Wellen-
gleichung

Um die Variablen » aus der Wellengleichung zu
entfernen, entwickeln wir ¥ nach den Oszillator-
eigenfunktionen

Hnsz (P(N) (b) == Eg:?] (P ( ) (1'1‘)

N steht fiir das Quantenzahltripel des dreidimen-
sionalen Oszillators; die (p“’v’ seien orthonormiert.
Wir schreiben also

Y (r,t,0) = Zw“’(r £) o' (). (15)

Indem wir dies in (7) eintragen und dabei ferner
setzen

veg™) (16)

(N'N) __ (N)=* (N’)
vp V=g v e

bekommen wir fiir die Funktionen ¢®) das Glei-
chungssystem

A oy o .
—_— (N
7 or = VB ™

_ . (N'N) __(N)
= \2 Uk @

d. h. dv,ss,

(17)

(N'N) p (N")
+ :\2 v Y
(18)

Ein vollstiandiges Eigenfunktionssystem des drei-
dimensionalen, isotropen, harmonischen Oszillators

erhidlt man am einfachsten durch Separation in
kartesischen Koordinaten!3:

g (©) = I g% (v3)

mit Ny =0,1,.... EY) = ENyho.  (19)
Dann ist bekanntlich
”1“\.“') =" (]/"\'1 63‘,’.\]—
+ VN, + 10x:5, +1) On, 5, Oxyn, 2ykl  (20)
und wir haben nach (18)
(— i V4+ 2N, ﬁ(/)) ! NN :Na)
= v Py (YN, p M — 1880 L YN 1 ¥+ 18V
+ zykl.  (21)
13 Zusatz II behandelt die Separation in Polar-

koordinaten.
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Wie alsbald deutlich wird, kénnen, wenn % gro
ist im Vergleich zur kinetischen Energie des Teil-
chens, die Grofenordnungsbeziehungen

0 (100 (010 (001) 200 <
w(ml )>w )’ P )’ W ) l/' 20 )’ w(llO)’ . (22)

angenommen werden. Aus (21) entnehmen wir da-
her als erste Naherung

h 0
e Y (000)
( Tl ) v
=, (P w(l()U) __,_ l)z2 y’,(()lﬂ) __i_ Pg w(OOl)) (21/)
h o
N S ) 4,(100)
( T V+ 72()>
= g Py 90 = L . , zykl. .

In der zweiten Gleichung sind rechts Glieder mit
2% usw. nicht angeschrieben. Wenn wir sie ver-
nachldssigen, so ist konsequent auch links das
Glied (— héejiat —V) 1% zu streichen. Dann er-
gibt sich direkt

P 100 % P, "), zykl. (23)

Setzen wir dies in die erste Gl. (21
h aw(OOO)

W et (I +
Wegen v/ ho = 1/2m, vgl. (12), ist dies- die ge-
wohnliche Schrodinger-Gleichung fiir die skalare
Wellenfunktion 3* (r, ¢).

") ein, so kommt

ﬁ“ P P> rooo). (24)

Als zweite Ndherung von (21) erhalten wir neben
der ersten GIl. (21’) die Beziehungen

<—ii—1 +7m) 100 — g [P, (3000

?

+ 12950 4 P, o119 + P, 0], zykl,,

i oo
<_ —:—UL{ — V- ’k(,)> P00 — g P Y2 0100
zykl,, (217)

h 0

0 Y v . (110)
( RET V —}—27i()> Y

= ¥, (Pl W(UIU) - P2 1/)(100)) + ..., Zykl.

dafl sich die Funktionen
) mit konstanter Indexsumme N bei Drehung
des z-Koordinatensystems bis auf einfache Zahlen-
faktoren wie die Komponenten eines symmetrischen
Tensors N-ter Stufe transformieren. Wir zeigen dies
bis N = 2. Eine orthogonale Transformation der
x, 5 4 soll stets mit der gleichartigen Transforma-
tion der v, , 4 verkniipft sein, so dal} der Hamilton-
Operator in ( 7) forminvariant ist. Dann ist ¥(r,t,0)
ein Skalar. Nun lautet unser Ansatz (15) ausfiihrlich

Wir bemerken nun,
(‘,\.l‘,\-v\,s)
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P — 1p(000) (000) t [(100) 100) 4 ] (15a)

__|_ [w(200) (p(200) + . + w(ll()) ¢(llU) + . ] + .
Der Transformationscharakter der ¢™¥:¥s) ist je-
doch schon festgelegt. Fiir die in kartesischen Ko-
ordinaten separierten, normierten Eigenfunktionen
des harmonischen isotropen Oszillators gilt ja

¢ = (V27w vo) "+ exp (— v 01/ 405%) = p;

100

¢ =g (v2fve? — 1)/V2;

P19 = g v, v,/v2, usw.
Also sind

@ = ¢ ein Skalar,

)= @uv,/vy, usw;

(25)

@, = "% usw. die Komponenten eines Vektors,

P =12 ¢ + @, p;, =¢11" usw. die Kompo-
nenten eines symmetrischen Tensors 2. Stufe.
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Wir setzen die TensorgréBen ¢, ¢y, ¢z, in (15a)
ein und erhalten

/- I:,w(()()llj — i% (1/)(200) s )] @ + [w(l()()) @1 +.. ]

1
+ [5 2 2 gy +...) + 9 O, + .. ] R

Da ¥ ein Skalar ist, sind also
yp =% ein Skalar,
Y, = 190 usw. die Komponenten eines Vektors,
wi = V2 30,y = 1 usw. die Komponen-
ten eines symmetrischen Tensors 2. Stufe. (26)

Mit diesen GroBlen schreibt sich (15a) in der Form

1 1
TI("I)_E"PM)‘P‘FWMM‘FE',Ukz??kz—l—---- (27)

Jetzt gehen wir mit den neuen GréBen (26) in die
Gln. (21”) ein und erhalten diese in der iibersicht-
lichen tensoriellen Form

h oy

~T o =W + v Pryy
k oy,

— 5ot =V—ho)ye  +v(Prey + Pryw) (28)
h Oy — (V— 2% . (P P

T ot =V-—-2kho)pu+v By, + Pyr+....).

Diese Gleichungen zeigen nochmals die enge Ver- v
L : . beschri%benen Y~ Zhow (Pryr+ Pryy) - (29)

kniipfung der durch v, vy, v,
Zustande verschiedenen ,,Spins‘‘ [im Sinne des spin-
artigen Zusatzes § zum Drehimpuls (10)]. Nur
durch den Grenziibergang o — oo werden sie scharf
voneinander isoliert. Wir sahen ja bereits oben,
Gl. (24), daB3 durch o — oo exakt die gewohnliche
Schrodinger-Gleichung fiir das Elektron mit Spin
0 entsteht. Wir kénnen aus (28) durch denselben
Grenziibergang aber ebenso auch ein nichtrelativi-
stisches, punktférmiges Teilchen mit der Masse m
und dem Spin 1, usw. herausholen. Dazu brauchen
wir nur statt (22) die Annahme y <y >y > .. .,
usw. zu machen und, zur Erhéhung der Ubersicht-
lichkeit, in (28) V inV -+ %w, usw. umzueichen. Die
Frage der Spinteilchen soll aber in dieser Arbeit
beiseite gelassen werden.

Um auf die besagte zweite Naherung zu kommen,
vernachldssigen wir die in der dritten Gl. (28) nicht
angeschriebenen Glieder, welche einen Tensor 3.
Stufe enthalten, streichen konsequent auch die
Glieder — % oy, /ict, Vyy, und haben somit

Dies setzen wir in die erste und zweite Gl. (28) und
erhalten die gewiinschte zweite Naherung

ooy i
— <% = Vvt v Ly,
h oy .
— o)yt r Py

+ 5 PPyt Py (30)
Dies ist die auf die gewohnliche Schrédinger-Glei-
chung (24) folgende néchste Approximation. Bei-
laufig sei erwiahnt, dalBl, ebenso wie die exakte
Grundgleichung (7) und wie (24), auch (30) die An-
forderungen der Hermitezitit erfiillt.

Zum Schlufl sollen noch Dichte und Strom aus
(9) durch die neuen Tensorgroflen ausgedriickt wer-
den. Aus (9), (15) und (26) folgt
N)x

1
YV =y F e+ 5 Yt
(31)

— (
e=2v
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Aus (9), (15), (16), (20) und (26) folgt ferner

Ji = XTI N = wg (pry + e
Fvt vt i ). (32)

In erster Ndaherung ergeben sich daraus mittels (23)
die bekannten Ausdriicke

[y Pry + vy (Pry)'].

Die Frage, wie weit man den Stromausdruck (32),
entsprechend auf Uberginge angewandt, zur halb-
klassischen Berechnung der Ausstrahlung benutzen
kann, muf} hier unerortert bleiben.

e=v'Y, Jr =5~

§ 4. Wasserstoffproblem. Lambshift

Es sei kein Magnetfeld vorhanden ; die diesbeziig-
lichen Effekte sollen bei spaterer Gelegenheit be-
handelt werden. Dementsprechend werde P durch p
ersetzt, vgl. (5). Wir betrachten die stationdren Zu-
stinde und haben nach (30) also fiir den Energie-
eigenwert £ die Gleichungen

4 —E)W+”oi’k1/’k=0,
V — B — ho) yy + v pry

+ 7 PPy + PiPiyr) = (33)

4m

Da (33) nur eine Ndaherung darstellt, hat es keinen
Zweck, sich um eine exakte Losung zu bemiihen.
Wir wenden ein Stoérungsverfahren an. Aus der
zweiten Gl. (33) entnehmen wir zunidchst wieder
die Naherung (23) y;, ~ (vo/hiw) piyw und setzen diese
in die kleinen Glieder der zweiten Gl. (33), d. s. die
Glieder ohne w und v,, ein:

_ﬁw'lPk‘l—”oPk"P
v 1 1
e [(V— E)pk+2—mpkplpzjw~0-
Nun ist
h oV
VPk”PkV_T EPa

so daB sich als Verbesserung von (23) zunéchst er-
gibt
h oV

[7_

i 0wy,

+ Ps (H® —

-~ Vo + Vo
Ve~ g, Pr¥ (hw)?

B

Dabei wurde die Abkiirzung

H® = am PrP +¥

fir den gewohnlichen Schrédinger-Operator be-
nutzt. Man wird aber konsequent in dem zu v/(h)?
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proportionalen Verbesserungsglied statt iy die Lo-
sung > der gewshnlichen Schrédinger-Gleichung

einsetzen und statt £ den Wert £®. Wegen
(H(.\‘) . E(S)) w(S) —0
erhalten wir somit einfach
Do LS
per s (ot o). 6y
Dies tragen wir in die erste Gl. (33) ein:
v¢ i oV

(V E+ -2

oder wegen (12) auch

Iiw Pk Pk) (D e Pr EPS w(q) ~0

ho o

H(S)w +

2% g
Pe g ¥~ By (35)

2mw

Diese inhomogene Gleichung hat offenbar die ge-
storten Eigenwerte

. av
E~ E® + jy(‘)*zp —1/1 Sdazy,,, (36)

als normiert voraussetzen.

2mw

wenn wir y®

Wir formen (36) noch etwas um. Der Operator

. aVv 4 ov ov
lpk&xkii pkawk 8xkpk
i av ov )
+§ Px EFS + oz, Px
) i oV ov
:EAV—FE(Z’k P -+ Pk)

besteht aus einem hermiteschen und einem antiher-
miteschen Anteil. Der nach (36) zu bildende Mittel-
wert des letzteren verschwindet aber identisch:

S e (P 2V OV P s
j <m owy + dx;, m ¥ d g,
@ ] J)\ * *
[(pk )+ py w‘S}] dz, g

6,1: 2m
i J Vdivi® dzy,, =0,

ov

=4 W?:c

S da,, = —
da ja fiir den stationdren Zustand divj = 0 gilt. Da3
dieser Mittelwert verschwindet, liegt in der Natur
der Sache: das Ausgangsproblem (7) und auch noch
(33) erfiillen die Forderung der Hermitezitiat; das
Auftreten des antihermiteschen Terms riihrt von
unserem Storungsverfahren her. Statt (36) haben
wir somit endgl’iltig14

E—E®=9E=

J w(S)*A V"Pm day,,. (37)

4dmw

4 Im Zusatz III gewinnen wir (37) nochmals auf
andere Weise.
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Fir ein wasserstoffihnliches Atom mit
V= —Zer,AV = 47 Ze? 6 (r) hat man nach (37)

nZe*h
mao

0 =

("P(S)"’P(S))r: 0- (38)

Die Funktionen ¢® verschwinden alle am Kernort

r = 0 mit Ausnahme der zu den S-Zustdnden (I =0)
gehérigen. Fiir diese ist (p' ™), _ (= (Z/na)®/x,
wo n die Hauptquantenzahl, a =5?/me? ist. Wir

schreiben
1 e2 2
I=5a

o e
*= e
fir die Tonisierungsenergie des Wasserstoffs und die
Feinstrukturkonstante. Die S-Niveaus werden also
angehoben um
2Z4
0EB,_o=1 =

n3

2me?
hw

(39)

§ 5. Diskussion

Unser Ergebnis (39) fiir die Lambshift stimmt,
was die Abhingigkeit von Z und = betrifft, mit der
Erfahrung!® und dem Ergebnis der Quantenelektro-
dynamik® iiberein. Auch das Vorzeichen ist richtig
und eindeutig bestimmt. Dafl nur die S-Zustédnde
gedndert werden, war nach (1) von vornherein zu
erwarten: nur fiir die klassischen Pendelbahnen
nimmt 'z gro3e Werte an.

Wir haben die Lambshift auf sehr einfachem
Weg berechnet, konnen jedoch im Rahmen unserer
nichtrelativistischen Quantenmechanik keine Aus-
sage iiber den Absolutwert machen, da die Kennt-
nis der phidnomenologischen Konstanten o fehlt.
Nach dem Experiment und der Quantenelektro-
dynamik ist

A
0E,_ (= I-65—5.
Um (39) damit tbereinstimmen zu lassen, hatte
man %w =42 me? zu wihlen. Nach der klassischen
Gl. (2), mit f = 1, wiirde daraus als Elektronen-
radius b = 10 (e?/mc?) folgen. Ein solcher ad hoc
angenommener Radius ist unbefriedigend, zumal
wenn man sich vergegenwértigt, dal aus der Quan-

wobei

SIV'N) ‘_{_ 1) 5Av,u\'1—1 5.&'23\'2 L1

12

15 S. d. Bericht W. E. Lamb jr., Rep. Progr. Phy-
sics (London, Physic. Society) 14, 19 [1951].
16 H. A. Bethe, Physic. Rev. 72, 339 [1947].
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tenelektrodynamik der Absolutwert der Lambshift
ausschlieflich mittels der universellen Konstanten
folgt. Unser Elektronenradius ist aus einem weite-
ren Grund nicht ernst zu nehmen. Mit dem obigen
Wert von 7w ergibt sich nach (12) v, = 4,6 ¢. Fiir
die mittlere Schwankung der Geschwindigkeit im
Grundzustand der Zitterbewegung gilt aber (v,%)"
= v,. Nimmt man fiir %o einen so kleinen Wert an,
daBl v, < ¢ wird, so kime die Lambshift viel zu
grol3 heraus. Daran édndert auch die Beriicksich-
tigung noch héherer Zeitableitungen in (1) nichts'?.
Wir hatten also iiberhaupt das ganze Problem rela-
tivistisch behandeln sollen. Es ist moglich, eine
relativistische Quantenmechanik des Elektrons im
engen Anschlufl an die Methode dieser Arbeit zu
entwickeln. Jedoch kann noch nicht gesagt werden,
ob damit eine Absolutberechnung der Lambshift
gelingt mit einem plausiblen Wert fiir den Elek-
tronenradius. Es hat den Anschein, als ob aus der
nichstliegenden relativistischen Verallgemeinerung
selbst mit & — 0 die Lambshift noch zu grof heraus-
kommt. Auch weitere Fragen wie die nach einer
analogen Mechanik fiir das Spinelektron, welche
auller zur Lambshift zu der Korrektur des magneti-
schen Moments fiihren sollte, miissen hier offen
bleiben.

Zusitze

I. Bemerkungen zum Drehimpuls

Wir untersuchen, wie der Drehimpulsoperator
M =L-+ S8 aus (10), der auf die Wellenfunktion ¥
wirkt, sinngeméal fiir die TensorgroBen vy, wy, vy,
aus (26) zu definieren ist. Wir entwickeln zu-
nichst ¥ gemafl (15) und (19). Aus den bekannten
Beziehungen

@M= o (N g™ L VR FT gt D),
aq)(xz) 1 _ ; S )
' - v, (VN2 ¢(‘\2 1 __ VN2 +1 (p(Nz t 1))

ergibt sich

Smag) = EIIW g, (40)

VV(N;FI) N; 51,"\', +1 5,\'2“'2— 1 5‘\',';\',» zykl.

17 Im Zusatz IV wird der EinfluB von d®z/d¢® be-
rechnet.
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Fiir den Mittelwert ist dann

L. WALDMANN

M,,= JITP* (Lypn+ Smn) P da 53dv 5 = A\)‘JJV’(‘\A)’ Lmn’/'“\.) Ay, +.\%:' Ll J W(N)‘ W(‘\") dz,,,.

Lomn

Fiihrt man darin die TensorgréBen aus (26) ein und beriicksichtigt deren Symmetrie, so findet man

— 1 .
M= [ @*M2 v+ " ME v, + 5 YaMD w4+ .. day,,,

mn
wobei die auf v, y ., .,

Moy =Lua.vy,

R
‘M;rft)l Y = Lmn Y I T ((5km Yo —

(41)

mn

... wirkenden Operatoren M® die Bedeutung haben

67611 ’(/ym) 5

10
ﬂ[(nf?)l Yier = Lmn Ykt =i T ((Skm Y + ?lm Yin — ékn Ymr — (sln q'km) s

Damit haben wir die sinngeméfle Definition des
Drehimpulsoperators im System unserer Tensor-
gréBen. Die Operatoren M® sind, bis auf den Fak-
tor %/i, in der Tat nichts anderes als die zu v, y,,
Y, - - . gehorigen Operatoren der infinitesimalen
Drehung; wir haben sie iibrigens so geschrieben,
daB dies auch fiir unsymmetrische Tensoren gilt.

II. Polarkoordinaten im »-Raum

Das Eigenfunktionssystem (19) gibt es nur beim
harmonischen Oszillator. In der relativistischen
Theorie hat man es mit einem isotropen anharmo-
nischen Oszillator zu tun. Zu deren Vorbereitung
soll daher die Separation in Polarkoordinaten an-
gedeutet werden, obwohl diese mehr Rechenauf-
wand erfordert als die Methode aus § 3. Wir werden
erst am Schluf3 dieses Zusatzes auf den harmoni-
schen Oszillator spezialisieren.

Die Entwicklung (15) lautet nun also

V= Z pWolMiY. 0 Y im (6 D),

Ny LM

(43)

R 0 7 .
(No L NoLM
<—7 ot VS ’) y! Yokl

:\2 (P + F) (—v_apy

+ (Py— i Py) (v_ap_pp! Mo ETIM=0 —

T/,(A\‘,,' L—1M+1)

4+ Py (v_bpy v

wo v = (v, v;)'2, O, @ die Polarkoordinaten im v-
Raum, N, die radiale, L und M die angularen Quan-
tenzahlen, X die normierten Radialfunktionen und
Y die normierten Kugelflichenfunktionen sind. Den
Energieeigenwert des Oszillators nennen wir N2 D).
Fiir die Matrizen (17) gilt'8

(N'N) »
WM =v_ A, 0p 1+ v By oy

Dabei ist

(44)

(¢ o]
v, =o', L+1; N,L)= [ Xy, Xnyr41v* dv
0 (44’)
und fiir die 4, B gilt
A +id,=+2a,3yO0um=z1>
Bi+iB,=F2a;, .1, s u—10wmu+1>

A:; = bLJI 6.‘1’ M >

By =by 1m0uu (44")
i 1y L —M—1@—M)
e Ly = 3 ] CI—DCLTD
1 L—DM) (L + M)
b= | gr=merri "

Triagt man dies in (18) ein, so erhalt man als Ana-
logon von (21)

VA1 —ap—1 ,w(.\'u’L-f— 1M+ 1))

T

(Ng? L LM 1
G 1y—1 9"’ )

(N’ L—1M) + v, bl o T 1/,(‘\'1;’14'# 1)1)). (45)

18 S.z. B. A. Sommerfeld, Atombau u. Spektrallinien 1I. Bd., Vieweg, Braunschweig 1939, S. 74.
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Um zur Tensorschreibweise von (45) zu gelangen,
ersetzen wir in der Entwicklung (43) die Funktionen
Y durch ihre Ausdriicke in kartesischen Koordina-
ten!®

oy =gy oy i

* 2yn ’ 10 ] e

Y= il//;i; vlgz%; Yoo = l/%?)—v;;:#’
’il—il/ — st:i(':;:i:lv2) ,

Y, ,= EV‘i;(u;+1,)

Man findet dann, daB sich die p“*%¥ wie folgt
durch die Komponenten irreduzibler Tensoren ¢,
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P00 — 2 4(N0)
el l % Y2
pMolxD — l/_z?)i C (PO — )
g = I/ST” 2—;2 e (46)
prEEh = ]/% : % (Eya” = ivis),

(Np2+2) _ ]//_85‘_" . 21/
2

Die Entwicklung (43

P (Wul) T3 Y; LT “P(v”)'

) schreibt sich damit so
T:Z[ (\')X\'o—f—u) ”)X\ S e

N,
vV

1 .
Ny
+ 2 w;cl’) Xi\'v2< v?

—% 6k,> + v ] (47)

P, i)Y (symmetrisch, Spur = 0) ausdriicken
lassen: und Einsetzen in (45) ergibt als Analogon von (28)
ko (Nyp0) (Nyp) T 7 T (Ny')
— =57 — V+EZ0) p¥ = E\Z v(N,'1; N,0) Pyl
k9 14 E(Npl) (Nyp) r(y- N (Ny') 1 T 9. AT P (Ny)
s FofolZ VR :Z v(N,0; N,1) Py + 5o (N2, N, 1) Py
Ny
noo sk o ) o
(‘T‘a‘ ~V+ B2 ’) v = Z v (N, 15 Ny 2) (Py™™”
Ny
= 2 ,
+ PyNe) — 3 O P o)) + ... ,usw. (48)

Soweit sind unsere Betrachtungen allgemein; das System (48) wird in der relativistischen Theorie be-

notigt werden.
Beim harmonischen Oszillator ist

ENvl) — 2N, + L) ho

0SZ

o e .1 aN,! VZQL - " A
NoL =P SN, T L (N, + L)! N*! 2pdo e ’

wo N*=2(N,+ L)+1, p=10/I2 v, und H die Hermiteschen Polynome bezeichnet. Wegen v, und ¢ s. (12)

und (25). Es ist also
Xoo=Vam @,

Ferner gilt?

e Nl — 2/ 2
Xoy = Xoo /I3 vy, Xy = Xoov?/V15 v¢*,

3)/V6.

! T | .
= V2o ([Nt Lt Ebvewy  + VEFT Bagss 1), (49)
I = (e 3
v, =)2v, ( VN, Ony Np—1 T l"Nv + L+ 5 61\',,&\’7.) .
Fiihren wir also neue reduzible TensorgroBen v, vy, ., (symmetrisch, Spur #+ 0) ein durch
, 3 15 1 1 "
P = V4~z v, O _l - Vs P = Vﬂ ('(/)kl — 3 O '(pﬁ)’ ph = oo Vi (50)

so wird (47) identisch mit (2

7). 9, Wi ¥y sind also genau unsere fritheren Tensorgr6Ben und tatsichlich

zeigt man, dall (48) bei Verwendung von (49) und (50) mit dem fritheren Gleichungssystem (28) iiber-

einstimmt.

19S. z.B. H. A. Bethe, Handb. d. Physik Bd.
XXIV, 1, Springer, Berlin 1933, S. 275.

20 Die Ausdriicke (49) habe ich, da mir keine Lite-
raturstelle bekannt war, fiir den Zweck dieser Arbeit
berechnet.
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III. Eine kanonische Transformation der
Grundgleichung (7)

Wir wollen den Hamilton-Operator in (7), welcher
. bilinear in B, p und 3 ist, durch eine linear-homo-
gene kanonische Transformation auf Normalform
bringen, derart, dafl er neben V' nur rein quadrati-
sche Glieder enthélt. Man kann diese Transforma-
tion nach dem systematischen Hauptachsenverfah-
ren finden. Wir lesen sie aber einfacher sofort aus
der folgenden Umformung ab:

H=V+0oP —Hy,=V(,1t)

1 1 )2
g g = =

Bisher wurden r, v und p, § als Koordinaten und
Impulse aufgefallt. Wir wollen jetzt r, —& und p, v
als Koordinaten und Impulse wihlen. (51) legt
dann die folgende (Punkt-) Transformation von p, b
in die neuen Impulse p,, b, nahe:

Po=2%
p,=5p —my. (52a)

Die entsprechende Transformation der Koordinaten
ist kontragredient hierzu zu wihlen:

(51)

3
32 > ho .

2m 2m

I=1,+ 1,

— 8= —mr,.

(52b)

Damit kommt als umgeformter Hamilton-Operator

1 v
H:V(r0+r1;t)+ om %02—Hosz
mit (53)

mw?

%+

Houw =50

3
112 -y ho .

Das besagt: Ein Massenpunkt m mit der kinetischen
Energie ,2/2m und ein isotroper harmonischer
Oszillator (mit ruhendem Zentrum und negativer
Masse) sind vorhanden; das elektrische Potential
wirkt nur auf die Punktmasse, jedoch mit seinem
Wert am Ort r, + t;; das Magnetfeld greift auch
an dem Oszillator an.

Mittels (53) wird die Berechnung der Lambshift
besonders einfach. Es ist

Vitg+1,,0) = V0+:—;k Ty %
1 %0 %
+ 2 dxy 0wy
Die GroBen V, oV/oxy, ... rechts sind also an der
Stelle r, gemeint. Wir setzen

V(to+ 10, 8) = Vo + 0V

Ty Tyt

L. WALDMANN

und fassen 0V als Stérung auf. Magnetfeld sei nicht
vorhanden. Fiir die zu (53) gehorige ungestorte
Wellenfunktion gilt dann
Py (v 1y, t) = 9™ (tg, ) @ (v)),

wo y® die gewohnliche Schrodingersche Wellen-
funktion und
¢ = (V2ma)""l»exp (— 1,2/4a2) mit a = (B/2 mw)"
die Eigenfunktion des Oszillatorgrundzustands be-
deutet. Fiir den gestérten Energieeigenwert gilt so-
mit (dvy = [/ dw, ;)

E—E® =0E=[[W, 0V ¥,drydr,.
Wegen
Jo*x, xpdr; =0,

ist also
h
(8)*
4mw j‘ ¥

0 =
Damit haben wir wieder (37). — Die Methode
dieses Zusatzes laf3t sich wohl nicht in die rela-
tivistische Theorie iibertragen, wahrend das Ver-
fahren des Hauptteils, geméfl Zusatz 11 abgewan-
delt, hierfiir brauchbar ist.

Jo*a @y pdr, =0y a®

vV
0xy Oy,

p® dr,.

IV. Bewegungsgleichung
mit Zeitableitungen bis zur 6. Ordnung

Es soll die auf (3) folgende nachste Approxima-
tion behandelt werden:

dz 1 a2 1 a2
’”W(l+w_12717) (+orgm) =2 o
Damit die Reihenfolge der Faktoren festliegt, sei

w, < w, angenommen. Die zugehorige Lagrange-
funktion lautet

m 1 1 1 .
— T lne 2~ 2
L= 2 [U (wlz 4 w22) b* + 0,2 w,? b]

*e(D+%QID,

wo b = t, b = 1. Mit den Koordinaten t, v, b und
den Impulsen® p, 8, a (= &L/éb) ergibt sich, unter
Subtraktion der Oszillatoren-Nullpunktsenergie, der
Hamilton-Operator

H=V+oR+H

Y m 1 1
=he —7[""—(,»12 w—) b']
ot 3
-+ 54 + ) h(wy—w,). (55)

Die Vorzeichen bei der Nullpunktsenergie werden
alsbald klar.
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Um H auf Normalform zu bringen, derart, daf3
die Oszillatoren mit den Frequenzen o, , erkenn-
bar sind, nehmen wir eine linearhomogene kano-
nische Transformation vor. Da H beziiglich b und a
schon rein quadratisch ist, faBt man zweckmaBig
jetzt t, b, —a als Koordinaten, p, 8, b als Impulse
auf. Dann kann durch eine Punkttransformation
von v, —a in neue Koordinaten v,, v, (und der
kontragredienten Transformation von 3, b in neue
Impulse 3,, 5,) die Hauptachsenform erzielt wer-
den. Ohne Einschriankung kann dabei

b=10,;+ 0, (56)
gewihlt werden, so dall H die Gestalt annehmen muf3
H=V (r,t) + (0; + by) EB - Hosz, 1 Hosz, 2
mit (57)

m;

Hosz,i_' 2 D2+

.3
2+ (—1)i5 ho;

) (G=1,.2).
Die beiden Konstanten m, , haben wir noch zu
bestimmen. (Bei der expliziten Durchfiihrung der
Hauptachsentransformation wiirden sie sich natiir-
lich von selbst ergeben.) Dazu leiten wir aus (57)
die Bewegungsgleichung ab und vergleichen mit
(54). Die zu (57) gehorigen kanonischen Gleichungen
lauten

2m

§j3 =& éi
Daraus folgt
) B

;'B:ml(nl_l_w_lznl):mZ z+wz )

also nach (56)
(my +my) 0, + (
Waihlen wir also
m, w2 = (58a)

so 1aBt sich R durch v, b, v ausdriicken und man
erhilt als Bewegungsgleichung
l

o+ (s
02wy’

4) zeigt, dall
1 1 1
=— (58Db)

m, My m

— (w2/m;) 8;

my; —B.

my my\ .. 1 .
3| D1=mz |0+ 5 9.

Wy

9
— Mmylm,?,

myMm,y d
SB___
my +m, di

o
el
I
E-)

Vergleich mit (5

sein muf. Damit sind m, , bestimmt. Wegen v, <w,
ist m; >0, m, < 0.

Auf (57) kann man nun ohne prinzipielle Schwie-
rigkeit die Methode des Hauptteils anwenden. Da
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jetzt zwei zusitzliche Variable v, , vorliegen, treten
ein Skalar, zwei Vektoren, drei Tensoren zweiter
Stufe usw. auf. In die Lambshift gehen die beiden
Frequenzen o, , ein. Die Rechnung ergibt dasselbe
Resultat (62) wie die folgende kiirzere Methode, die
sich an Zusatz I11 anlehnt. Wir transformieren (57)
nochmals, ausgehend von der Umformung

1 1 ' 7
H:V_*—E-(?n M, ) ;’B) OSI,I_HOSZ,2
mit (59)
’ (U 3 )
Hosz, i g m; B m; ;) t4 2m, 8;*

+ (— l)’E Fow;.

Nun fassen wir r, —3,;, — 3, als Koordinaten, p, v,,
b, als Impulse auf und transformieren, analog zu
(52a), auf neue Impulse p,, p,, p, durch

Po="»
p=%p —m;n, (60&)
P, =9 — My 0,

und, analog zu (52b), auf neue Koordinaten t,, t;,
1, durch

T =1, + 1 =+ T,
—8 = —mr (60Db)
— 8, = — My Ty
Damit kommt, unter Benutzung von (58b), aus
(59), das Analogon zu (53)
' 1 , .
H= V(f0+[1+r2,t) + 2 S'1302 - Hosz, 1 Hosz, 2
mit (61)
H - _1 2 my 0 2 1)¢ E_ i
08z, T 2mi G‘Bi + 1 +(—— ) P) ;.

Daraus entnimmt man nach der Methode von Zu-
satz 111 sogleich fiir die Lambshift

0E = (62)
h 1 1 . a2V
—_— By 5(8)
4 (mlw1 + |1n2]w2) jw 0wy, 0wy, P Ay
Dabei ist nach (58a, b)
1 i . 1 1 0y
my wy + Imyl wy ~ mo; \1—o/o, N
o< w,. (63)

Wenn v, > o, ist also die Korrektur an (37) klein.
Wenn w, - w, geht, mull @, - oo (d. h. Elektronen-
radius b — 0) gehen, damit die Lambshift endlich
bleibt. Die Methode dieses Zusatzes diirfte sich auf
die Bewegungsgleichung mit beliebig hohen Zeit-
ableitungen tibertragen lassen.



